FOSA Signale und Systeme

© Markus Becker
1. Signale
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2. Fourier-Reihe:
Es gilt die sogenannte Fourier-Reihe
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Jedes beliebige Signal ldsst sich in ein gerades und ungerades Teilsignal zerlegen. Es gilt:
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Dirac-Impuls (Eigenschaften):

o(t#0)=0 Tﬁ(r)dtzl

->unendlich schmaler Impuls, Fliche darunter = 1 ->

3. Fourier-Transformation:

Fourier-Transformation
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Originalfunktion x(7)

Bildfunktion Y (jcw)
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Dualitit:
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Faltung im Zeitbereich:
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Symmetrieeigenschaften:
x(t)=ag(t)+au(t)+ j[bg(t) + bu(t)]
X(jo)=Re{dg(jo); + jim{du(jw); + jIm{Bg(jw)} + Re{Bu(jw);

Faltung:

+00

X(0)* y(0) = [x(2)- y(t=7)d7

—00

X()*S(t—t,) = x(t —t,)

z(O)=x(O)* y(t) & Z(jo) = X(jo)-Y(jo)

Korrelation:

pL(t)= [ x(r)y(r+t)di=x(1)®y (1)
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Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) fiir Energiesignale
Sonderfall x(7)=v(¢):

oL(t)= [ x(t)yx(r+7)di=x(t)@x(1)
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Autokorrelationsfunktion (AKF) fiir Energiesignale
Energiedichtespektrum:
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4. Laplace-Transformation:

Einseitige Zweiseitige Laplace-
Laplace-Transformation Laplace-Transformation Riicktransformation
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mit | s=o+ jw

Partialbruchzerlegung:

~

Bestimmung der Polstellen des zu transformierenden Ausdrucks X(s). Hierbei erhilt man ggf.:
. einfache Polstellen (s- s_ |

- N-fache Polstellen (s- s_ |~

. einfache komplexe Polstellen {s- s_ |- [-5— s,

+  N-fache komplexe Polstellen [[5_ s_ |- [5— s ]V



Der Ausdruck X(s) kann nun als Summe von Partialbriichen dargestellt werden, wobei jeweils

je nach Art der Polstelle folgende Ausdriicke angesetzt werden miissen:

- Fiir jede einfache Polstelle:

s- s,
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Durchfithrung eines Koeffizientenvergleichs zur Bestimmung der Koeffizienten A;, B; und C;.

Riicktransformation von X(s) durch Riicktransformation der Partialbriiche mit Hilfe von
bekannten tabellarisierten Beziehungen.
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1. Anfangswertsatz

Y|0+ ' = lim s X ‘ S‘|

07 )= 1im [s* X(s)- s+ o7

e

2. Anfangswertsatz
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LTI-Systeme:

Kausale Systeme:

Die Ausgangssignale treten entweder zeitgleich oder verzogert mit den Eingangssignalen
auf.

Ideale Systeme:

Die Kausalitdt wird hier nicht zwingend vorausgesetzt.

_Ys) — X(s)
H(s) = X(s) Y(s)=X(s)-H(s)
Hinweise:

« Aufgrund der in der Herleitung vollzogenen Nullsetzung der Anfangsbedingung, beschreibt
eine Ubertragungsfunktion H(s) ein LTI-System nur im eingeschwungenen Zustand.

- Bei stabilen Systemen gilt der Ubergang: Hljo)= His) s= jo-

- H(s) und H(jm) werden Ubertragungsfunktionen genannt.



Weitere Begriffe:
Frequenzgang: H(jw)=|H(jw)-&’™"
Betragsfrequenzgang bzw. Amplitudengang: ‘H (je }‘
Phasengang: @(w)

(Absolut) stabiles System:
Alle Pole von H(s) miissen einen negativen Realteil aufweisen, also in der linken
s-Halbebene liegen.

Bedingt stabiles System:
Bedingt stabile Systeme sind Oszillatoren. Sie haben zusétzlich auch Pole auf der jo-Achse.

5. Zeitdiskrete Systeme
Fiir das abgetastete Signal erhélt man somit den mathematischen Zusammenhang:

x,(t)= > x(nT)slt—nT)

Rn s

Voraussetzung fiir die Riickgewinnung von X (jc) ist allerdings, dass die verschobenen
Teilspektren X (jcew) sich in X,(jew) nicht iiberlappen. Diese Bedingung beschreibt das
Abtasttheorem, welches wie folgt lautet:

1
W =2 g | bzw. | [ 5=2:f | bzw. Ta,_r,;‘—*,,_f
g
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Hierbei wird eine Abtastung mit ®,, > 2w, auch Uberabtastung genannt. wihrend man bei einer
Abtastung mit mu: < 20, von einer Unterabtastung spricht.

1l  k=n L 1 k>0
Impulsfolge: 6(k —n)=_ fiir Einheitssprungfolge: ¢(k) = fiir
0" k=#n 0" sonst
k1<k<k2

1
Rechteckfolge: rect(kl,k2) = _ fiir
0 sonst

Fouriertransformation zeitdiskreter Signale:

X(e’)= ), x(k)e ™
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x(K)==— [ X,(e’)e7""d 0
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6. Z-Transformation:

Zur Vermeidung dieser Periodizitat wird die s-Ebene durch die Abbildung

_ T

eindeutig und nichtlinear auf die z-Ebene abgebildet.




Einseitige Zweiseitige z-Riicktransformation

z-Transformation z-Transformation

Lo iy o -~ o o _ . 1 L
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k=0 [ irj ¢

Fiir kausale Signale

und Systeme
Partialbruchzerlegung und Verwendung von Tabellen
Vorgehensweise:
¢ Bestimmung der Polstellen des zu transformierenden Ausdrucks X (z) . Hierbei erhalt

man ggf':
o Einfache Polstellen |:Z— z. |

N

N-fache Polstellen (z- z_

i

h]

o Einfache komplexe Polstellen (z- z_ |- [-z— z. ,

N-fache komplexe Polstellen [|Z -z ) |:.z -z |]“

[

e Der Ausdruck X (z) kann nun als Summe von Partialbriichen dargestellt werden.
wobei je nach Art der Polstelle, folgende Ausdriicke angesetzt werden miissen:

Fiir jede einfache Polstelle:

e

z- Z,
, A A, Ay
o Fir jede N-fache Polstelle: 7 ~ T 1Tt
lz-z. )" lz-2z) zZ- Z.
Bz+C

o Fiir jede einfache komplexe Polstelle: - T -
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e Durchfithrung eines Koeffizientenvergleichs zur Bestimmung der Koeffizienten A;. B;
und C;.

e Riicktransformation von X (z) durch Riicktransformation der Partialbriiche mit Hilfe
von bekannten tabellierten Bezichungen.

Oder: Divisionsverfahren: Analog Polynomdivsion



Folgenbereich x| Z-Bereich X|z|
Linearitit a, x| k)+ a, x,| k) a,- X,\z)+ a,- X,(z)
Rechts-Verschiebung xlk- i) mit i> 0 Xlz) =1
Links-Verschiebung xlk+ i) mit i> 0 Zweiseitige z-Transformation
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Einseitige z-Transformation
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m=0 z-1
Anfangswertsatz x(0) = imX| z
Endwertsatz lim xlk)= lim (z- 1) X(z)
fs e 251
Faltung im WAL AT . Xlz)- 7z
Zeitbereich xk)* k)= ") xln) ylk- n) VA
H=-m
Multiplikation im xlk)- vlk) .. 1 (2) o«
Zeitbereich x(k) = - {7)( — |- ¥lz,) 24 dz,
Nje | %o
Folgenbereich Z-Bereich Folgenbereich z-Bereich
5 (&) 1 ¢\k) cosla k) z-(z- coslal)
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¢k z ¢(k) sinla k] z-sinla)
z-1 z?- 2z cosla)+ 1
ek k z ¢k k-sinla k] z [.22 - l::'- sin|a|
(z-1)° |22 - 2z cos(a) + l_]2
elk) ka* za elk) k- cosla k) | z. [[.z‘1 - ll' cos|al- 2:]
(z- a) |z%- 2z cosa) + 1)
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Faltung: x(k)* y(k) = +Zﬁx(m) y(k-n) KKF: ¢° (m)= ix(n) - y(k +n)

= A A 1 °F 4
EDS: §5(Q)= Y pl(m:e™ =X} prm=_— [gr(@)-e"d0
m=—o0 T Q=—7
E 1 +DO E
E =pL(0)==— [$L(Q)dQ
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LSI-Systeme:

-1 -M Stabilititsbedingung: > |h(i)|<oo
H(Z):Y(z):b0+blz +..+b,z —~

X(z) l+az'+.+a,z"

7. Stochastische Signale:
Eigenschaften der Verteilungsdichtefunktion:

F8—)= [£.(948 f(O=—F(920 Plin:8 <x(9)<8)=F.(8)-F.(3)
Erwartungswertoperator: FE{ g(x(n)} = Tg(&) - f.($dS

Erwartungswert = Mittelwert aller Realisationen: m_ = E{x(n7)} = IS - f(HdI

Varianz = 2. zentrales Moment = Standardabweichung.?:

+00

ol =4 = Ellxp)-m ]} = [[$-m.[ - £.(9d8

—00

Leistung = 2. Moment= P =m'* = E{x(5)’} = J-l92 - f.(HdI

2
Es gilt: P. =0 +m’ Bei Gleichverteilung: o =f—2 mit lrect(ij
a a
1 —2—12»(9—/71' )2
Gaufiverteilung: f (9)=——-¢
N2mo,
P({n:(m, - o )< x(n)< (m + o )}) = [ fxf.:ti Jd¢ = 63,3%
P{{n:(m, - 26, )< x(n) ¢ (m, + 26 })= ‘ f\ (¢ |dd = 95.5%
!?:m;—2c_‘:
rn,;+‘30E
P({n:(m, - 36, )< x(n) < (m,+ 3o, )})= | £.(0)dd = 99,7%
#= mv -3g

X x
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Signal-Rausch-Verhiltnis: (ij = PS
n

n

1 +00
P.=—— [pL(@)do=0L0) ¢l(c—>x)=m]
2

Q=—0

Stochastische Signale in Verbindung mit LTI-Systeme:
. NL . .
m,=m H(jo)|,., ¢y@)=H(jo)| (o) ¢;(jo)=H(jo) ¢ ()

Stochastische Signale in Verbindung mit LSI-Systeme:
. 2 . .
myo=m HE) |, $(Q=|HE™)| -gLQ) gL =H(")-$.(Q)

Ein gauBlverteilter Eingangsprozess fiihrt IMMER zu einem gauf3verteilten Ausgangsprozess.



